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Предлагается и обосновывается метод определения динамических реакций в механических колеба-
тельных системах. Метод основан на использовании математических моделей в виде структурных схем 
эквивалентных в динамическом отношении систем автоматического управления. Динамическая реакция 
рассматривается как обратная отрицательная связь в отношении звена с передаточной функцией интегри-
рующего элемента второго порядка, который отражает динамические свойства объекта защиты. Основой 
методологической позиции являются представления о том, что динамическая реакция или реакция связей 
является одним из членов уравнения кинетостатики. Такое уравнение может быть осталено на основании 
принципа Даламбера и разрешено соответственным образом относительно реакции связи. Реакция связи 
в этом случае определяется параметрами виброзащитной системы, то есть значениями коэффициентов упру-
гости и демпфирования, а также законами вынужденного движения. Предлагаемая математическая модель 
формируется на основе получаемых дифференциальных уравнений. Показано, что аналогичный результат 
может быть получен на основе структурных представлений, что делает предлагаемый метод перспективным 
для приложения к системам с несколькими степенями свободы.
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Evaluation method of dynamical responses in mechanical oscillation systems is offered and is grounded. 
Method is based on using of mathematical models in the form of structural schemes which equivalent in dynamical 
attitude to automatical control systems. Dynamical response is considered as feed negative tie in attitude to link 
with transfer function of integrating element of second order that reflects dynamical properties of protection object. 
Methodological position base are presentations that dynamical response or ties response is one of the elements of the 
kinetostatics equation. This equation may be done on basis of Dalamber principle and solve accordingly regarding 
tie response. Tie response in this case is defined of parameters of vibroprotection system that is coefficients values 
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differential equations. Is shown that similar result may be get on basis of structural presentations what makes the 
proposed method of promising for application to systems with some degrees of freedom.
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Внимание к задачам виброзащиты и ви-
броизоляции машин и оборудования стиму-
лируется ростом требований к динамиче-
скому качеству и обеспечению надежности 
и безопасности эксплуатации технических 
систем. Идеи автоматического управления 
колебаниями [1, 2] связаны с развитием 
теории автоматического управления техно-
логическими системами, в целом, а также 
с развитием представлений о наблюдаемой 
общности многих динамических процес-
сов, возникающих в работе машин, активно 
взаимодействующих с внешним окружени-
ем [3]. Общность задач динамики механи-
ческих колебательных систем [4], высту-
пающих в качестве расчетных схем многих 
машин, предопределяет инициативы по ис-
пользованию аналитического аппарата тео-
рии автоматического управления и теории 
цепей [4, 5].

Выделение объектов защиты от вибра-
ций и ударов, в определенной степени, со-
впадает с технологиями формирования си-
стем автоматического управления, то есть 
выбором объекта управления, его входных 
и выходных сигналов с последующей оцен-
кой динамических свойств систем и опреде-
лением близости параметров динамическо-
го состояния заданным [5, 6].

Обеспечение надежности работы ма-
шин, связано с детализацией представле-
ний о динамических процессах, в которых 
формируются нагрузки на узлы и детали 
машин, что приводит к необходимости раз-
работки подходов и методов определения 
динамических реакций и усилий, возни-
кающих в динамических взаимодействиях 
механических колебательных систем [7]. 
В этом плане заслуживает внимания разви-
тие некоторых методологических позиций 
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в теории виброзащиты, связанных с допол-
нением известных приемов [2] возможно-
стями, предоставляемыми использованием 
структурных представлений. Последнее по-
нимается в том смысле, что механическая 
колебательная система, являющаяся, к при-
меру, расчетной схемой виброзащитной 
системы, может быть интерпретирована 
структурной схемой эквивалентной в дина-
мическом отношении системой автоматиче-
ского управления [3].
I. Общие положения. Постановка задачи 

исследования
В простейшем случае объект защиты яв-

ляется твердым телом (материальная точка) 
с массой m, то есть связь с окружающей сре-
дой реализуется через некоторые элементы, 
или их блоки, которые можно представить 
как некоторое виброзащитное устройство 
(рис. 1а,б), располагающееся между источ-

ником внешнего возмущения и объектом 
защиты. При всем разнообразии форм внеш-
него вибрационного воздействия, чаще всего 
рассматриваются силовые (рис. 1а) и кине-
матические (рис. 1б) возмущения [2]. Вибра-
ционное устройство (ВЗУ) может состоять из 
одного упругого элемента (пружины), при-
обретать вид некоторого блока из несколь-
ких типовых элементов расширенного на-
бора [3]. Важным условием в формировании 
ВЗУ является обязательное наличие упруго-
го элемента, принимающего на себя стати-
ческую нагрузку. При этом предполагается, 
что ВЗУ может быть достаточно сложным по 
своей структуре, и в частности, представлять 
собой механическую цепь. Структура ВЗУ 
имеет существенное значение в формирова-
нии реакций R и R′, возникающих (рис. 1) 
в контакте между ВЗУ и объектом защиты, 
а также между ВЗУ и опорными поверхно-
стями.

Рис. 1. Принципиальная схема виброзащитной системы:  
а – при силовом возмущении; б – при кинематическом возмущении

Задача исследования заключается в оцен-
ке возможностей определения динамиче-
ских реакций в виброзащитной системе, 
состоящей из объекта защиты, ВЗУ и опор-
ных поверхностей, при учете различных 
факторов, таких как форма внешнего воздей-
ствия, сложности структуры виброзащитно-
го устройства и особенности связей объекта 
защиты с опорными поверхностями.

II. Особенности формирования 
математических моделей для оценки 

динамических реакций
Определение динамических реакций, 

как следует из постановки задачи, зависит 

от конкретных реализаций виброзащитной 
системы. Рассмотрим в качестве примера 
механическую систему с одной степеью 
свободы (рис. 2), на которую действуют 
сила Q, приложенная к массе m и кинема-
тическое возмущение от основания (или 
опорной поверхности). Виброзащитное 
устройство состоит из упругого элемента 
жесткостью k и демпфера вязкого трения 
с коэффициентом вязкости b. Движение 
рассматривается в неподвижной системе 
координат (y). Полагаем, что под действием 
внешних сил (учитывается действие одного 
фактора Q ≠ 0, z(t) = 0 или Q = 0, z(t) ≠ 0) 
объект совершает малые колебания,
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Рис. 2. Виброзащитная система с одной 
степенью свободы

Пусть Q ≠ 0, z(t) = 0, тогда в соответ-
ствии с принципом Даламбера можно запи-
сать, что сумма всех сил, действующих на 
массу m, будет равна нулю. Такая система 
сил, по определению состоит из силы инер-
ции , внешней силы Q (она из-
вестна) и силы реакции связей
	 R ky by= +  . 	 (1)

Из (1) следует, что динамическая ре-
акция зависит от величины коэффициента 
вязкого трения b, что определяет характер 
движения, которое имеет особенности при 
докритическом, критическом и закритиче-
ском его значении. Если принять, что

	
2
bn
m

= , 	 (2)

а частота собственных колебаний определя-
ется 

	 2
0

k
m

ω = , 	 (3)

то вводя понятия об относительном демп-
фировании

	
0 2

n b
km

ν = =
ω

, 	 (4)

получим, что критический случай соответ-
ствует n′ = 1. Принимая внешнюю силу 
	 0( ) sinQ t Q t= ω , 	 (5)
найдем, что динамическая реакция имеет 
вид

	
4 2 2

0 0

2 2 2 2 2
0

4

( ) 4

Q n
R

n

ω + ω
=

ω − ω + ω
. 	 (6)

Таким образом, при Q ≠ 0, z(t) = 0 сила, 
передаваемая от объекта к опорной поверх-
ности, будет определяться выражением 
(6). Динамическая реакция при этом бу-

дет передаваться и на объект, а R = R′, то 
есть в данном случае действие – равняется 
противодействию. Однако, такая ситуация 
сохраняется только для тех случаев, когда 
ВЗУ, взятое само по себе, не обладает сво-
ими степенями свободы движения. То есть 
наличие ВЗУ не должно увеличивать число 
степеней свободы объекта защиты. Дина-
мическая реакция, в соответствии с (6) мо-
жет принимать различные значения и при 
ω → ∞ стремится к нулю. При этом стати-
ческая компонента общей реакции остается 
неизменной. Приведенное выше можно рас-
сматривать как прием определения динами-
ческой реакции на основе принципа Далам-
бера, постулируя динамическую реакцию 
как компоненту уравнения кинетостатики, 
связанную с параметрами элементов ВЗУ  
(в данном случае k и b). Если периодиче-
ская сила является гармонической, то реак-
ция на объекте защиты y может быть найде-
на подстановкой в (1) значения координаты 
вынужденных колебаний. Отметим, что от-
ношение модуля динамической реакции 
к амплитуде внешней силы

	
4 2 2
0

2 2 2 2 2
0 0

4

( ) 4
R

nR K
Q n

ω + ω
= =

ω − ω + ω
 	 (7)

имеет общепринятое название коэффициен-
та виброизоляции [2]. 

III. Структурные подходы 
к определению динамических реакций

Виброзащитная система на рис. 2 при 
условии Q ≠ 0, z(t) = 0, имеет математиче-
скую модель в виде дифференциального 
уравнения
	 ( )my by ky Q t′′ + + =

, 	 (8)
которое при использовании преобразова-
ний Лапласа приводится к алгебраическоой 
форме

	 2mp y bpy ky Q+ + = , 	 (9)

где p = jω 1j = −  – комплексная перемен-
ная; ,y Q  – изображение функций по Ла-
пласу [4,5]. Передаточная функция системы 
(рис. 2) при входном сигнале Q и выходном 
y  может быть записана в виде:

	 1 2

1( ) yW p
Q mp bp k

= =
+ +

. 	 (10)

Полагая, что в операторной форме

	 ( )R k bp y= + , 	 (11)
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найдем, что

	 R 2( ) R k bpW p
Q mp bp k

+= =
+ +

. 	 (12)

Используя (12) при p = jω, можно най-
ти амплитудно-частотную характеристику, 
которая совпадает с выражением (7), если 

принять что b/m = 2n, а  2
0 /k mω = . Урав-

нению (9) соответствует структурная схема, 
приведенная на рис. 3а (построение струк-
турных схем подробно разобрано в [6, 7]). 
Прямая цепь в структурной схеме содержит 
звено с передаточной функцией 
	 1( )W p bp k′ = + . 	 (13)

Рис. 3. Структурные схемы виброзащитной системы на рис. 2:  
а – схема общего вида; б – схема с выделением звена, соответствующего объекту защиты; 
в – выделение блока ВЗУ с выходным сигналом R ; г – структурная схема для определения 

приведенного коэффициента жесткости

Это звено по физическому смыслу яв-
ляется приведенной (или обобщенной) пру-
жиной, коэффициент жесткости которой за-
висит от частоты [3]. В прямой цепи также 
имеется и «базовое» звено, в динамическом 
отношении отражающее свойства объекта за-
щиты. На структурной схеме (рис. 3а) показан 
входной сигнал – сила Q  и выходной – сме-
щение объекта по координате y . Поскольку 
сила Q прикладывается к массе m, то схема  
на рис. 3а может быть преобразована к виду, 
как показано на рис. 3в, откуда легко опреде-
ляется

	 R 2( ) R bp kW p
Q mp bp k

+= =
+ + , 	 (14)

тогда 
	 ( )RR W p Q= . 	 (15)

В свою очередь, структурная схема на 
Рис. 3а может быть преобразована к виду, 
приведенному на Рис. 3б и на рис. 3г. То 
есть объект защиты (звено с передаточной 
функцией 1/mp2), имеет обратную отри-
цательную связь (звено, соответствующее 
приведенной или обобщенной пружине) 
с передаточной функцией (13). Физический 
смысл (13) заключается в том, что обратная 
свзь соответствует коэффициенту приве-
денной жесткости ВЗУ. Динамическая реак-
ция в этом случае определится

2

bp kR (bp k)y Q
mp bp k

+= + =
+ +

,

откуда легко получаются выражения (12) 
и (14). Таким образом определение дина-
мических реакций на основе использования 
структурных схем, сводится к определению 
параметров обратной связи, охватывающей 
звено – объект защиты и иемющее переда-
точную функцию 

	 M 2

1( )W p
mp

=  	 (16)

Отметим, что при использовании выра-
жений для передаточных функций началь-
ные условия принимаются равными нулю, 
что предполагает полное затухание всех 
переходных процессов. Что касается равен-
ства R = R′, то оно также соблюдается, по-
скольку механическая цепь (ВЗУ) не имеет 
своих собственных степеней свободы.
IV. Учет особенностей кинематического 

возмущения и закрепления объектов 
защиты

При кинематическом возмущении при-
нимается, что Q = 0, а z(t) ≠ 0, тогда уравне-
ние (9) примет вид 

	 2 ( )mp y bpy ky k bp kz+ + = + . 	 (17)
Уравнение (17) соответствует структур-

ная схема, приведенная на рис. 4а.
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Рис. 4. Структурные схемы виброзащитной системы при кинематическом возмущении:  
а – схема в общем виде (при отдельном канале возмущения по z); б – приведенная схема 

кинематического воздействия; в – структурная схема с выделением обратной связи

Как это следует из рис. 4а, кинемати-
ческое воздействие формально приводится 
к силовому возмущению. Можно записать 
эквивалентные соотношения в виде 

	 ( )Q k bp z= + .	  (18)
Передаточная функция системы на  

рис. 4а, имеет вид 

1 2

1( )
( )

yW p
k bp z mp bp k

= =
+ + + ,

что совпадает с выражением (10). Если 
определить передаточную функцию для 
динамической реакции по возмущению z   
(по схеме на рис. 4б), то

	 2 2

( )( ) y k bpW p
z mp bp k

+= =
+ +

, 	 (19)

что совпадает с (12). При этом (19) соот-
ветствует, в физическом смысле, коэф-
фициенту виброзащиты [2]. Что касается 
передаточной функции от смещения z  на 
динамическую реакцию, то из структурной 
схемы на рис. 4в следует

	
2

3 2

' ( )( ) R k bpW p
z mp bp k

+= =
+ +

. 	 (20)

Если принять во внимание, что кине-
матическое возмущение z  приводится 
к эквивалентному силовому воздействию 
( )k bp z+ , то (20) преобразуется к виду 
(12), (14)

	
3 2

'( )
( )

R k bpW p
k bp z mp bp k

+= =
+ + +

. (21)

Отметим, что передаточная функция при 
силовуом входе и динамической реакции на 
выходе, то есть коэффициент виброизоляции 
(14) (динамический коэффициент) совпадает 
с коэффициентом виброзащиты (19), что от-
мечалось, в частности, в работе [2].

При постановке объекта на опорную 
поверхность I (рис. 1), возникающие реак-
ции R и R′ равны между собой, что связано 
с особенностями структуры ВЗУ. Однако 
в ряде случаев возможны и такие формы ви-
брозащитных систем, когда объект защиты 
имеет и дополнительные опорные поверх-
ности, как показано на рис. 5 а,б. В этом 
случае уравнение движения в операторной 
форме имеет вид 

2
1 2 1 2( ) ( )mp y b b p k k y Q+ + + + = . 	 (22)
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Рис. 5. Расчетная (а) и структурная схема виброзащитной системы с двумя опорными 
поверхностями (I и II)

Принимая приведенные выше приемы 
определения динамических реакций, най-
дем, что 
	 1 1 1( )IR k b p y= + , 	 (23)

	 2 2 2 1( )R k b p y= + , 	 (24)
где 1y  определяется из передаточной функ-
ции, построенной из схемы на рис. 5б:

4 2
1 2 1 2

1( )
( )

yW p
Q mp b b p k k

= =
+ + + +

. 	 (25)

Для определения динамической реак-
ции на элементе m, преобразуем структур-
ную схему на рис. 5 б и получим, что коэф-
фициент жесткости обобщенной пружины 
составит 
	 ,	 (26)

а динамическая реакция  имеет вид

.	(27)

Аналогичным образом могут быть най-
дены динамические реакции при кинемати-
ческих воздействиях, формируемых вибра-
циями оснований.

Заключение. На основе проведенных 
исследований можно утверждать, что ди-
намические реакции в виброзащитных си-
стемах, рассматриваемых в виде механиче-
ских колебательных систем, формируются 
в рамках структурного подхода на основе 
выделения обратной связи. Такая связь ох-
ватывает звено с передаточной функцией 
интегрирующего элемента второго порядка. 
При этом физическией смысл передаточной 
функции обратной (отрицательной в рас-
сматриваемом случае) связи, заключается 
в том, что она отражает приведенную жест-

кость обобщенной пружины. В свою оче-
редь, обобщенные пружины могут иметь 
достаточно сложную структуру, однако, 
в целом, эта обратная связь не должна иметь 
своих собственных степеней подвижности. 
В противном случае нарушается симметрия 
динамических реакций.

Предлагаемый метод может быть распро-
странен на системы с несколькими степеня-
ми свободы; при этом в ВЗУ условие R = R′ 
в общем случае уже не будет выполняться.

Исследования выполнены по гранту в рам-
ках федеральной целевой программы «Научные 
и педагогические кадры инновационной России» 
на 2012 – 2013 гг. (мероприятие 1.3.2. – есте-
ственные науки) № 14.132.21.1362.
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