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Металлообрабатывающие станки от-
носятся к категории технологических 
машин, при работе которых в деталях ис-
полнительных механизмов возникают 
значительные динамические нагрузки. Их 
теоретические исследования основаны на 
методах теории динамических систем, вза-
имодействующих с обрабатываемым мате-
риалом, изменение свойств которого носит 
случайно-статистический характер. Это 
направление имеет ряд принципиальных 
преимуществ. Однако громоздкость мате-
матического описания обрабатываемого 
материала, как объекта разрушения, а так-
же сложность станков как динамических 
систем не позволяют определить аналити-
ческим методом нагрузки, адекватно ото-
бражающие реальную нагруженность уз-
лов и деталей. Поэтому изучение нагрузок 
во многих случаях осуществляется экспе-
риментально, путем их тензометрирования 
в условиях эксплуатации.

Полученные таким образом данные под-
вергают статистической обработке с приме-
нением методов теории случайных функ-
ций. Поскольку алгоритмы оценивания 
вероятностных характеристик оптимизиру-
ются для определенных классов случайных 
функций, то возникает задача построения 
математической модели, достаточно точ-
но аппроксимирующей экспериментально 
полученные реализации нагрузок в узлах 
и деталях станков. Ограничимся вопро-
сами математического описания нагрузок, 
адекватно отображающего свойства реаль-
ных нагрузок относительно совокупности 
вероятностных характеристик, используе-
мых при расчете зубчатых передач приво-

да исполнительного органа на усталостную 
долговечность. В этом случае необходимо 
знать следующие вероятностные характе-
ристики расчетных нагрузок: среднее число 
максимумов и среднее число «нулей» в еди-
ницу времени, распределение вероятностей 
максимумов, совместные плотности рас-
пределения вероятности нагрузки и двух ее 
первых производных, совместное распре-
деление нагрузки и ее производной, трех-
мерную плотность распределения вероят-
ностей нагрузки.

В качестве статистической модели рас-
четных нагрузок в приводе исполнительно-
го органа примем полигауссовый широко-
полосный случайный процесс. Случайный 
процесс называется [1] полигауссовым, 
если его плотность распределения вероят-
ностей может быть представлена смесями 
гауссовых распределений

   (1)

где gn – «взвешивающие» множители, для 
которых выполняется условие ; 
ωn(x) – гауссова плотность распределения 
вероятностей n-й компоненты процесса 

Выбор именно этого класса случай-
ных процессов в качестве модели нагру-
зок в приводе продиктован двумя сообра-
жениями. Во-первых, с помощью (1) уже 
при n = 2,3 возможно получить семейство 



ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÛÅ ÍÀÓÊÎÅÌÊÈÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ   №2, 2012

61ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÍÀÓÊÈ

кривых, достаточно точно аппроксимирую-
щих распределения вероятностей нагрузок 
в приводе различных типов металлообра-
батывающих станков. Во-вторых, при ис-
пользовании линейной гипотезы накопле-
ния усталостных повреждений оказывается 
возможным, вследствие инвариантности 
полигауссовых моделей относительно ли-
нейных преобразований, воспользоваться 
результатами, полученными при разработке 
методов расчета на усталостную прочность 
при случайных напряжениях, имеющих га-
уссово распределение вероятностей. Это 
обстоятельство имеет важное значение, так 
как именно для гауссовых случайных на-
пряжений получены наиболее значитель-
ные результаты при расчете на усталостную 
прочность.

Полагая, что нагрузки в приводе ме-
таллообрабатывающих станков имеют 
плотность распределения вероятностей 
в виде (1), найдем выражения для указан-
ной выше системы вероятностных харак-
теристик.

На основании методов теории стацио-
нарных случайных функций [2] имеем

  (2)

   (3)

   (4)

Здесь  – плотность распределе-
ния вероятностей максимумов нагрузки; 

 – среднее число максимумов нагрузки 
в единицу времени;  – совмест-
ная плотность распределения вероятностей 
нагрузки и двух ее производных в совпа-

дающие моменты времени;  – со-

вместная плотность распределения веро-
ятностей первой и второй производных 
нагрузок в совпадающие моменты времени; 

 – совместная плотность распреде-

ления вероятностей нагрузки и ее производ-
ной в совпадающие моменты времени; μ0 – 
среднее число «нулей» нагрузки в единицу 
времени.

Для определения  найдем выражение 
для трехмерной плотности распределения 
вероятностей нагрузки. Согласно [2] имеем

 (5)

cn ≥ 0,    

где  – трехмерная плот-
ность распределения вероятностей n-й гаус-
совой компоненты.

Перейдем в (5) к новым переменным

        

  (6)

Замечая, что при τ1 → 0, τ2 → 0, 

  

 

выполним предельный переход, в результа-
те получим:

  (7)

где  – совместная плотность 

распределения вероятностей n-й гауссовой 
компоненты и ее двух первых производных

 (8)
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Здесь 
Совместную плотность распределения 

вероятностей первой и второй производных 
нагрузок  найдем, проинтегриро-

вав  по x

  (9)

После подстановки (8) в (9) и интегрирования получим

  (10)

Совместную плотность распределения вероятностей нагрузки и первой производной 

 найдем, проинтегрировав  по :

  (11)

После подстановки (8) в (11) и интегрирования получим

  (12)

Теперь, зная совместные плотности 
распределения вероятностей, по формулам 
(2)–(4) найдем плотность распределения ве-
роятностей максимумов и величин μ0 и μmax.

На основании (3) и (10), находим сред-
нее число максимумов нагрузки в единицу 
времени

  (13)

где μmaxn – среднее число максимумов на-
грузки в единицу времени n-й гауссовой 
компоненты.

По формулам (4) и (12) находим сред-
нее число «нулей» нагрузки в единицу 
времени

  (14)

где λn(0) – среднее число «нулей» в единицу 
времени n-й гауссовой компоненты.

По формулам (2), (7) и (8) находим плот-
ность распределения вероятностей макси-
мумов нагрузки

где Ф(t) – интеграл вероятности; 
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