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Множества замкнутых фрактальных кривых, полностью заполняющих двумерное пространство, харак-
теризуются определенными свойствами. Некоторые свойства этих мультифрактальных множеств определя-
ются характеристиками исходных для получения двумерных сеток (в частности, лакунарные спектральные 
характеристики с учетом возможного расслоения подмножества, построенного на треугольниках). Законом 
итерации определяется размерность фрактальной кривой. 
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Flocks of the closed fractal curved lines which completely are fi lling in two-dimensional room, are defi ned by 
certain properties. Some properties of these multifractal fl ocks are determined by characteristics initial for obtaining 
of two-dimensional nets (in particular, lacunary spectral characteristics with allowance for possible fl aking of the 
subset builted on triangulars). The iteration law determines dimensions of a quantity of a fractal curved line.
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Известны замкнутые фрактальные кри-
вые, полученные итерационным методом, 
длина которых при бесконечном выполне-
нии итерационного закона также становит-
ся бесконечной, а их площадь не изменяет-
ся (например, меандр) [1–3]. Рассмотрим 
в общем случае замкнутые фрактальные 
кривые с генератором LK(1/l) [1, 2]. Данные 
фрактальные кривые обладают следующи-
ми свойствами: 

1) длина кривой на i-м шаге генерирова-
ния (шаге фрактализации) 

L{n},i = L{n},0 m
i/2, (1 < m < 2);

2) площадь сечения не зависит от числа 
шагов фрактализации, т.е. S{n},i = S{n},0;

3) размерность кривой D определяет-
ся из уравнения N = (1/l)D (где генератор 
1/l = N L{n},0/L{n},1 = N/m1/2) по следующей 
формуле: 

D = [lnN/(lnN – 0,5lnm)] > 1.
Выше использованы следующие обо-

значения: L{n} и S{n} – соответственно длина 
и площадь сечения микрочастиц в виде пра-
вильного n-угольника, N – количество оди-
наковых отрезков, образующихся из каждой 
стороны n-угольника при одном шаге фрак-
тализации, l – множитель, характеризую-
щий изменение пространственного размера 
отрезка за один шаг. 

Характеристику изменения дли-
ны фрактальной линии при N = 4 за 
один шаг фрактализации определим как 

m1/2 = L{n},i+1/L{n},i = (2/(1 – cos ))1/2, где 
 = (n – 2)/n – внутренний угол правильно-
го n-угольника. Тогда при изменении n, на-
пример, от 4 до 12 размерность линий будет 
закономерно изменяться от 1,333 до 1,161, 
а при n   величина D  1.

Представляя всю поверхность как упа-
ковку многоугольников с различными па-
раметрами n и , определяем усредненную 
по всем q многоугольникам характеристи-
ку < m1/2 > следующим образом: 

где   /2 = (/2) – (/n) и при любом 
i-м шаге фрактализации выполняется 
условие  

Рассмотрим сечения микрочастиц с по-
верхностью, представляющей собой зам-
кнутые фрактальные линии, которые мож-
но аппроксимировать фрактальной кривой 
с генератором K(1/l). Если усредненные 
значения ширины межфазных границ и раз-
меров микрочастиц твердых фаз опреде-
лить соответственно как

<ai> = (<L{n}, i>/4n) sin  
и 

<d> = 2(S{n}, 0/)1/2 = 
= 4i (<L{n}, i>/4n<mi/2>sin (/n)),
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то их отношение равно 

ii = (<ai>/<d>) = 
= 4–i tg  sin (/n) (cos )(1 – i).

В этом случае при   (/4) и среднем 
значении <n>  6 на втором шаге фракта-
лизации (i = 2) имеем 2  4·10–2, а макси-
мальное значение параметра, характеризу-
ющего поверхностную долю межфазных 
границ kг,S = 22 (1 – 22)  8·10–2, что 
по порядку величины уже соответству-
ет уровню, необходимому для объясне-
ния синергизма трибологических свойств 
сложных по составу композиционных по-
крытий на основе, например, покрытий сис-
темы Ni – P [4, 5]. 

Параметр наноструктурности kн и па-
раметр kг,S описывают формальное умень-
шение концентрации α фаз твердой компо-
ненты покрытий либо за счет особенностей 
формы ультрадисперсных частиц этих фаз, 
присутствующих в зоне трибоконтакта 
и проявляющих свойства смазочного ма-
териала, либо за счет экранирования фаза-
ми смазочной компоненты твердых фаз на 
межфазных границах. Предположим, что 
отношение (kн/α kг,S) пропорционально отно-
шению площади поверхности твердых фаз 
без межфазных границ к суммарной площа-
ди межфазных границ, т.е. 

[α (1 – kг,S)/kг,S]  10. 
Тогда при (kн + α kг,S)  0,08 имеем 

(при = 0,9) kн  0,07 и kг,S  0,01. 
В заключение отметим, что лакунарные 

спектры, соответствующие множествам 
упорядоченных в двумерном пространстве 

замкнутых фрактальных кривых, подобны 
аналогичным спектрам инициальных дву-
мерных сеток Кеплера, а сами лакунарные 
структуры не обладают свойствами фрак-
тальных структур. 

Таким образом, множества замкнутых 
фрактальных кривых, полностью заполня-
ющих двумерное пространство, характе-
ризуются определенными свойствами. Не-
которые свойства этих мультифрактальных 
множеств определяются характеристиками 
исходных для получения двумерных сеток 
(в частности, лакунарные спектральные 
характеристики с учетом возможного рас-
слоения подмножества, построенного на 
треугольниках). Законом итерации опреде-
ляется размерность фрактальной кривой. 
Мультифрактальные множества, полу-
ченные на соответствующих множествах 
двумерных сеток, могут служить аппрок-
симантами для описания, в частности, рас-
пределения ультрадисперсных частиц фаз 
и особенностей конфигурации межфазных 
границ на поверхности материалов [5].
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