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Конформно полуплоские, то есть автодуаль-

ные и антиавтодуальные, 4-мерные многообразия 
(например, [1]-[7]) играют достаточно значимую 
роль в современной науке в силу связи их геомет-
рии с геометрией эйнштейновых многообразий [8] 
и с твисторной геометрией [9]. В настоящей работе 
построен 5-мерный контактный аналог автодуаль-
ной геометрии. А именно, введено понятие кон-
формно полуплоских (контактно-автодуальных или 
контактно-антиавтодуальных) 5-мерных почти кон-
тактных метрических многообразий и рассмотрена 
контактно-автодуальная геометрия 5-мерных мно-
гообразий Кенмоцу. 

Рассмотрим модуль X (М) гладких векторных 
полей и алгебру С∞(М) гладких функций на глад-
ком 5-мерном многообразии М. 

Напомним [10], что почти контактной мет-
рической структурой (короче, АС- структурой) 
на М называется четверка (Ф,ξ,η,g = {.,.}) тензор-
ных полей на М, где Ф ‒ эндоморфизм С∞(М) - 
модуля X (М) , называемый структурным эндо-
морфизмом, ξ  и η ‒ векторное и ковекторное по-
ля, называемые характеристическим вектором и 
контактной формой соответственно, g -
билинейная симметричная положительно опреде-
ленная форма на X (М) , называемая римановой 
структурой. При этом 

1) ; 2) ; 3) ; 

4) ; 

5)   
для любых X,Y∈ X (М). 

Многообразие, на котором фиксирована АС -
структура, называется почти контактным метриче-
ским многообразием (короче, АС - многообразием). 

В 1971 году Кенмоцу [11] ввел в рассмотрение 
новый класс АС -структур, характеризуемых для 
любых гладких векторных полей Х и Y тождеством  

,  

где  ‒ риманова связность метрики 
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. Такие АС - структуры называются 
структурами Кенмоцу. Многообразие, на котором 
фиксирована структура Кенмоцу, называется мно-
гообразием Кенмоцу. 

Пусть  - 
5-мерное ориентированное АС -многообразие. В 
этом случае классический тензор С Вейля можно 
рассматривать как эндоморфизм модуля Λ2(М), 
который внутренним образом определяет эндо-
морфизм С модуля Λ2(L), задаваемый одной из 
трех эквивалентных формул: 
 
 
 
 
 
 
 
где i ‒ вложение на L ⊂ X(M), I = -Ф2 ‒ естествен-
ный проектор на 4-мерное контактное распределе-
ние L, 2-форма I*(ω)∈Λ2(M) ‒ антиувлечение 2-
формы ω∈Λ2(L)  при отображении I, а C(I*ω)|L ‒ 
сужение 2-формы C(I*ω)∈Λ2(M)   на L. Кроме то-
го, Λ2(L) = Λ+(L)⊕Λ-(L), где Λ+(L) , Λ-(L) ‒ собст-
венные подмодули эндоморфизма *;Λ2(L)→Λ2(L), 
соответствующие собственным значениям 1 и –1. 
Заметим, что индексы k, l пробегают значения 
0,1,2,1€,2€, а индексы α, β ‒ значения 1,2,1€,2€, где 
a€ = a + 2. 

Таким образом, 5-мерное AC -многообразие 
будем называть контактно-автодуальным 
(короче, С-автодуальным) многообразием, если   
C(ω) = 0  для любых 2-форм ω∈Λ+(L). Аналогич-
но, 5-мерное AC -многообразие будем называть 
контактно-антиавтодуальным (короче, С-анти-
автодуальным) многообразием, если C(ω) = 0 для 
любых 2-форм ω∈Λ+(L). При этом, 5-мерное AC -
многообразие называется контактно конформно 
полуплоским (короче, С-конформно полуплоским), 
если оно является контактно-автодуальным или 
контактно-антиавтодуальным. 

С учетом введенного определения был уста-
новлен критерий контактной автодуальности 5-
мерных многообразий Кенмоцу и доказано необ-
ходимое условие их контактной антиавтодуально-
сти. А именно: 

Теорема 1. 5-мерное многообразие Кенмоцу 
является контактно-автодуальным многообразием 
тогда и только тогда, когда 
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где 
 

Теорема 2. Если 5-мерное многообразие Кен-
моцу является контактно-антиавтодуальным мно-
гообразием, то его скалярная кривизна к = -20. 

В силу справедливости теоремы 1, была дока-
зана следующая теорема: 

Теорема 3. 5-мерное многообразие Кенмоцу 
контактно-автодуально тогда и только тогда, ко-
гда оно является многообразием точечно постоян-
ной Ф- голоморфной секционной кривизны с. 

Учитывая указанные результаты и результаты 
[12], получаем: 

Теорема 4. 5-мерное многообразие Кенмоцу 
М является контактно-автодуальным многообра-
зием тогда и только тогда, когда оно канонически 
конциркулярно одному из следующих многообра-
зий, снабженному канонической косимплектиче-
ской структурой: 

1) ; 2) ; 3) , 
 

где С2, СР2, СН2 ‒ комплексное евклидово, ком-
плексное проективное и комплексное гиперболи-
ческое двумерные пространства, соответственно. 
В силу справедливости теоремы 2, была доказана 
следующая теорема: 

Теорема 5. 5-мерное многообразие Кенмоцу 
контактно-антиавтодуально тогда и только тогда, 
когда оно является многообразием Эйнштейна с 
космологической константой ξ = -4. 

Таким образом, полученные результаты 
вскрыли интересные связи между такими характе-
ристиками многообразий Кенмоцу, как контактная 
автодуальность и постоянство голоморфной сек-
ционной кривизны, как контактная антиавтодуаль-
ность и эйнштейновость, и др. 
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Задачу о растекании нефтяного пятна по вод-

ной поверхности будем решать в плоской поста-
новке, нефтяное пятно будем считать симметрич-
ным относительно его середины. Начало коорди-
нат выберем на границе раздела нефть–вода в цен-
тре пятна. Ось Ox направим вправо, ось Oy напра-
вим вертикально вверх против силы тяжести. С 
течением времени под действием силы тяжести 
нефтяное пятно начнет деформироваться: оседать 
и растекаться. 

Форму нефтяного пятна будем описывать 
функцией y=h(x,t). Будем считать, что нефтяное 
пятно занимает по горизонтали размеры от –l(t) до 
l(t) и граница раздела между нефтяным пятном и 
подстилающей жидкостью описывается функцией 
y = ζ(x,t).  

Нефтяное пятно и подстилающую жидкость 
будем моделировать вязкими жидкостями с раз-
личными параметрами (плотностями и вязкостя-
ми). Обе вязкие жидкости будем описывать линеа-
ризованными уравнениями Навье-Стокса в безраз-
мерных переменных:  
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