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Рассматривается вывод уравнений конвективного движения неравномерно 
нагретой намагничивающейся жидкости в немагнитной пористой среде – мат-
рице под действием силы тяжести и неоднородного магнитного поля. 

 
Предполагаем, что пористая матрица запол-

нена жидкостью целиком и статистически изо-
тропна. Тепловым расширением матрицы по 
сравнению с расширением жидкости, приводя-
щим к конвективному движению, и фазовым пе-
реходом, связанным с адсорбцией твердых час-

тиц ферромагнетика из жидкости на поверхности 
пор и вызывающим изменение конфигурации 
матрицы, будем пренебрегать. Последнее требу-
ет специального рассмотрения. 

Уравнения движения намагничивающихся 
жидкостей в пористых средах имеют вид [1]: 
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Здесь αε  – пористость матрицы; A, С, D, 1F и 
2F – скаляры, характеризующие свойства среды; 

индексом α обозначены величины, относящиеся 
к жидкости; угловые скобки с индексом α озна-
чают локальное объемное усреднение по фазе α 
[2, З], а без индекса α – объемное усреднение по 

смеси (матрица + жидкость); сρ , сс , сκ , сµ  – 
плотность, теплоемкость, коэффициент тепло-
проводности и магнитная проницаемость смеси 
[1]; остальные обозначения общепринятые. 

Усредненное по смеси магнитное поле 
H

 

и индукция 
HB cµ=

 находятся из усред-
ненных по смеси уравнений Максвелла. Усред-
ненная по объему, занятому жидкостью, намаг-

ниченность выражается через 
H

. Магнитная 

проницаемость смеси сµ  предполагается извест-

ной функцией от αε , 
α

αρ , 
H

, T . 

Перейдем к определению усредненного по 

объему, занятому жидкостью, поля 
α

αH
, вхо-

дящего в первое уравнение (1). 

Усредняя по фазе α уравнение 0=αBdiv , 
будем иметь: 
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Здесь αV  – объем усреднения, занятый жид-

костью; αβ∑  – поверхность раздела фаз α и β 
(индекс β относится к матрице) в объеме усред-

нения V ; αn  – нормаль к αβ∑ , внешняя для фа-

зы α; 
α

αδ AAA −= . 
Поверхностный интеграл в формуле (2) от-

личен от нуля только в том случае, когда 
α

αα HH ≠
и 

α

αα MM ≠
т.е. когда векторные 
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поля αH  и αM , а следовательно, и 
α

αH
 и 

α

αM
неоднородны в пространстве. Таким об-

разом, поверхностный интеграл должен быть 

функцией от 
α

α

α

α π jiji MН ∇+∇ 4
, обра-

щающейся в нуль вместе с аргументом. 
Разлагая эту функцию в ряд, будем иметь: 
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Предполагая функции 
α

αjН
 и 

α

αjM
 

медленно изменяющимися в объеме усреднения, 
будем отбрасывать все малые высших порядков 
в разложении. В случае изотропной пористой 

среды тензор ijс  должен быть изотропным. 
Единственным изотропным тензором второго 
ранга является произведение скаляра на единич-

ный тензор ijδ  [4]. С учетом этого обстоятельст-
ва уравнение (2) принимает вид% 

     .04 =+
α

α

α

α π MdivHdiv
   (3) 

Усредняя по фазе α уравнение 0=αHrot , 
будем иметь% 

01
=∑+∇ ∫

∑αβ

αα
α

α
α δ dHne

V
He kjijkkjijk

  (4) 

Здесь ijke  – тензор Леви-Чивита. 
Разлагая в формуле (4) поверхностный инте-

грал в ряд, аналогично находим: 
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Здесь тензор ijkc  также должен быть изо-

тропным. Как известно [4], ijkc  должен в этом 
случае равняться произведению скаляра на тен-

зор ijke . Тогда формула (4) принимает вид 

0=
α

αHrot
. Отметим, что, когда поле 

α

αH
 

сильно изменяется в объеме усреднения, напри-
мер вблизи проводников с током, проходящих в 
пористой среде, необходимо учитывать и сле-
дующие члены разложения. 

Вводя потенциал поля 
α

αH
 по формуле 

ϕ
α

α −∇=H
, уравнение (3) можно записать в 

виде: 

.4
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Общее решение этого уравнения имеет вид: 
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Здесь { } 21 aaa −= ; n  – внешняя нормаль к 

объему 0V , занятому пористой средой; 0Σ  – по-
верхность этого объема; индекс 1 относится к по-
ристой среде, 2 – к окружающему объему. 

Отметим, что в случае, когда пористость 

матрицы мала, нахождение поля 
α

αH
 сущест-

венно упрощается; тогда имеет место формула 
[1]: 

  .3
4 α

α

α

α π MHH −=
   (5) 

Если среда находится в состоянии магнитно-

го насыщения, а внешнее приложенное поле 0Н  
достаточно велико, можно принять 

0НHH ≈≈
α

α . Далее, при выводе уравне-
ний конвекции, ограничимся этим наиболее важ-
ным для практики случаем. Вводя скорость 

фильтрации 
α

ααε vu = , коэффициент прони-

цаемости DK αε=  [5], опуская для краткости 
угловые скобки и ограничиваясь случаем мед-
ленных фильтрационных течений, уравнения 
системы (1) запишем в виде: 
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(6) 
Во втором уравнении (6) пренебрегается 

вязкой диссипацией и маг-нитокалорическим 

эффектом. Отметим также, что слагаемое u∆η  в 
первом уравнении (6), соответствующее модели 
фильтрации Бринкмана [5], в случае медленных 
фильтрационных течений мало. 

Применяя к системе (6) известную процеду-
ру вывода уравнений конвекции [6, 7], будем 
иметь: 
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Здесь ( )
αρδ TMM ∂∂−= −1

0 ; ( )T∂∂−= −
αα ρρβ 1

0 ; 
( )TMM αργ ∂∂= −1

0 ; ccc cρκχ = ; индексом 
нуль обозначены постоянные средние значения 
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величин в состоянии механического равновесия, 
штрихом – отклонения от равновесия. 

Далее ограничимся для определенности слу-
чаем, когда заданный градиент магнитного поля 

Γ−=∇ kH 0 вертикален ( k  – единичный вектор 
оси z, направленной вверх). Взяв rot от обеих 
частей уравнения равновесия (7), когда 0=u , с 
учетом уравнения теплопроводности находим, 
что, как и в обычной гидродинамике [б], необхо-
димое условие равновесия имеет вид 

AkT −=′∇ , где A = const. 
Запишем уравнения (7) в безразмерном виде: 
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Здесь приняты следующие единицы измере-

ния: длины – L – характерный размер задачи; 

скорости – Lсχ ; времени – ανK , темпера-

туры – AL; давления – ( )KFc 11+χρν αα ; 
αα ρην = ; ce χνα=Pr  эффективное число 

Прандтля; mpR  – число Рэлея, имеющее вид 
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Отметим, что отсутствие в уравнениях 
фильтрации, приведенных в монографии [6], 

скаляров, аналогичных скалярам 1F и 2F , связа-
но с отбрасыванием поверхностных интегралов 

по межфазной поверхности αβ∑  в процессе ус-
реднения уравнений гидродинамики. 
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The derivation of convective filtration equation of irregularly heated magnetizable fluids in non-
magnetic porous matrix medium under the influence of the gravity and heterogeneous magnetic field is con-
sidered. 


