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Показано, что работа подъема тела в однородном поле тяжести всегда больше 
величины потенциальной энергии mgh. Величина работы имеет минимум, ве-
личина которого зависит от способа подъема тела. 

 
В школьных [1] и вузовских [2-4] курсах фи-

зики утверждается, что если тело массы m  рав-
номерно поднимать вверх на высоту h  с помо-
щью силы mgF = , то сила совершает положи-
тельную работу mghAF = , равную потенциаль-
ной энергии mghП = , а сила тяжести отрица-
тельную работу mghAP −=  [1]. Рассматривает-
ся также случай бросания тела вертикально 
вверх с начальной скоростью 0V , обеспечиваю-
щей подъем тела на высоту h  на основании за-
кона сохранения и превращения энергии: ПK =  
или mghmV =22

0 . Работу бросания считают 

равной 22
0mVmghA == . В этих безобидных, на 

первый взгляд, утверждениях, содержится нечто, 
противоречащее одному из положений физики. В 
физике используется понятие КОЭФФИЦИЕН-
ТА ПОЛЕЗНОГО ДЕЙСТВИЯ (η ) – КПД. КПД 
не может быть больше единицы. КПД всегда 
меньше единицы, поскольку часть энергии пре-
вращается тоже в энергию, но не в ту, что нужна, 
и поэтому теряется для полезного использова-
ния. КПД всегда меньше единицы вследствие 
самой физической природы вещей и явлений. 
Если же записать КПД для выше приведенных 
случаев подъема тела на высоту h , то получим: 

1// === mghmghAПη . Рассмотрим более под-
робно ряд случаев подъема тела на высоту h . 

 § 1. Рассмотрим движение тела, брошенного 
вертикально вверх с начальной скоростью 0V , за 
счет действия мгновенной силы в виде ( )tI δ0  [5, 
6] , где ( )tδ  - δ - функция Дирака [7, 8]. Величи-
ну 0I  будем называть единичным импульсом 
силы, численно равным количеству движения 
(импульсу), полученным телом 00 mVI = . Диф-
ференциальное уравнение движения (II закон 
Ньютона) имеет вид: 

( ) ( )tItmgH
dt

xdm δ02

2
=+    (1) 

при нулевых начальных условиях: 

( ) 00 =x ; ( ) 00 =
dt
dx     (2) 

Где x- вертикальная координата, отсчиты-
ваемая от поверхности Земли. Для решения зада-
чи воспользуемся двусторонним преобразовани-
ем Лапласа [ ]9   

( ) ( ) ,dttxessX st∫
∞

∞−

−=  βα << sRe   (3) 

Для решения этой задачи используется диф-
ференциальное уравнение для односторонней 
функции ( ) ( ) ( ),* tHtxtx =  где ( )tH -единичная 
(ступенчатая) функция Хевисайда [8, 9]. Тогда 
производные функции ( )tx * имеют вид [9] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtHtxtx
dt
d

δ0* +′= ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )txtxtHtxtx
dt
d

δδ ′+′+′′= 00*2

2
 

После соответствующих преобразований, 
решение получается в следующем виде 

( ) 20
2
1 gtt

m
I

tx −⋅=  ( ) ( ) gttH
m
ItV −⋅= 0  

( ) ( ) ( )tgHt
m
I

ta −= δ0    (4) 

Вычислим работу, совершаемую силами 
( ) ( )tmgHtImaF −== δ0  

( ) ( )[ ]∫ ∫
∞−

Σ −==
x t

tmgHtIFdxA
0

0δ   






 − gtdtdt
m
I0      (5) 

Вычисляя интегралы, получим [9] 

( )∫
∞−

=⋅=
t

m
Idt

m
ItIA

2
00

01 δ ;

( )∫
∞−

=−=
t

gtdttIA 002 δ ; 
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( )∫
∞−

−=−=−=
t

tmgVtgIdt
m
ItmgHA 00
0

3 ;

( ) 22
4 2

1 tmgdtgttmgHA
t

== ∫
∞−

 

Работа, совершаемая силами, запишется в 
виде: 

( )tmgx
m
ItmgtgI

m
IA −=+−=Σ

2
022

0
2
0

2
1

 (6) 

Работа, совершенная единичным импульсом 
силы 00 mVI =  (или начальная энергия, полу-
ченная телом) будет равна 

0
2

0

2
0

0 2KmV
m
IA ===    (7) 

где 22
00 mVК = - начальная кинетическая 

энергия тела. Время подъема до максимальной 
высоты ( )0=V  mgIt /00 = , а максимальная 

высота подъема gVgmIhm 2/2/ 2
0

22
0 == . 

Подставляя в выражение (6) значение 0t , полу-
чим конечное значение совершенной работы:  

mK mgh
mg
mg

m
I

m
IA =⋅==

22

2
0

2
0   (8) 

Поскольку начальная энергия полученная 
телом 00 2KA = , то КПД процесса бросания 
тела вертикально вверх будет равен  

5,0
2 0

0

0
===

K
K

A
Пmη     

То, что начальная энергия тела 00 2KA =  
можно объяснить эффектом удвоения массы (си-
лы тяжести) в случае внезапно приложенной на-
грузки при бросании [5, 10].  

 § 2. Рассмотрим случай движения тела вер-
тикально вверх под действием постоянной вер-
тикальной силы тяги TF . Уравнение движения 
(II закон Ньютона) запишется в следующем виде 

mgF
dt

xdm T −=2

2
    (9) 

Если mgFT = , то правая часть тождествен-
но равна нулю, и движения тела вверх не проис-
ходит, но в этом случае сила давления тела на 
опору (например, на поверхность Земли) равна 
нулю, поскольку сила тяги нейтрализует «тяже-
лую» массу, и тело находится в квазиневесомом 
состоянии (состояние левитации). Обозначим 
силу тяги, равную mg , значком "Л" : mgF =Л . 

Если сила тяги больше mg  на величину F∆ , то 
уравнение (9) можно переписать в виде  

mgFF
dt

xdm −∆+= Л2

2
 или F

dt
xdm ∆=2

2
 (10) 

Таким образом, часть силы тяги mgF =Л  
не будет принимать непосредственного участия в 
работе по подъему тела вверх. Тело будет под-
ниматься вверх только благодаря действию силы 

F∆  с ускорением mFa ∆= . За время t  высота 
подъема будет равна 

m
tFath

22

22 ⋅∆
==     (11) 

Работа подъема составит величину, равную 

m
tFhFA

2
)( 2⋅∆

=⋅∆=∆    (12) 

Поскольку 1ItF =⋅∆  есть импульс силы, 
численно равный импульсу (количеству движе-
ния), полученному телом 11 mVI = , где 1V - ско-
рость тела в момент времени t , то можно запи-

сать mIA 2/2
1=∆ . 

Однако чтобы остановить тело на данной 
высоте h , необходимо еще совершить работу 
торможения, численно равную кинетической 

энергии, приобретенной телом 22
11 mVK = ; 

( )
m

tF
m

ImVAТР 222

22
1

2
1 ⋅∆

===   (13) 

Отдельного разговора заслуживает вопрос о 
том, что же делает другая часть силы тяги 

mgF =Л ? Ведь она не принимает участия в 
подъеме тела на высоту h , она лишь нейтрали-
зует силу тяжести, обеспечивая условия левита-
ции. Можно записать баланс импульсов сил в 
виде: 

FttFtF ЛT ∆+=     (14) 
Возведя обе части равенства в квадрат и раз-

делив на m2 , получим баланс энергий (работ): 

m
tF

m
tFF

m
tF

m
tF ЛЛT

222

2222222 ∆
+

∆
+=   (15) 

Работу, совершаемую силой TF , можно пе-
реписать в следующем виде: 

m
tFFtgtmg

m
tFA T

22
1

2

22
222

22 ∆
+∆+==Σ  (16) 

Или, с учетом выражений (11) и (12): 

hFmgh
hF

mghA ⋅∆++
⋅∆

=Σ 2)( 2
  (17) 
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Первый член в правых частях выражений 
(15)-(17) представляет собой работу силы леви-
тации в стационарном (неподвижном) состоянии 

hF
mghtmg

m
tFA Л

Л ⋅∆
===

2
22

22 )(
2
1

2
  (18) 

Второй член выражает работу, связанную с 
ускоренным перемещением силы левитации 

mghFtg
m

tFF
A Л
Ла 22

2
=∆=

∆
=   (19) 

Третий член – это обычная работа силы F∆ , 
обеспечивающей ускоренное движение тела в 
соответствии со II законом Ньютона:  

hF
m

tFA ⋅∆=
∆

=∆ 2

22
   (20) 

Произведение работ 2)(mghAA Л =⋅∆ . На 
рис. 1 показана зависимость величины работы 
левитации ЛA  от величины работы ∆A , выра-
женных в долях потенциальной энергии mgh . 

Выражение (17) имеет минимум, равный 

mghA 4min =Σ  при mghhF =⋅∆ . На графике 
(рис. 2) показана зависимость работы ΣA , со-

вершаемой силой тяги TF , выраженной в долях 
потенциальной энергии mghП = , от величины 
соотношения mgF /∆ . Если использовать 
обычную формулу определения работы подъема 
тела на высоту h с некоторым ускорением a , то 

будем иметь =+= hagmA )(  hFFЛ )( ∆+= . 
Ее зависимость от величины соотношения 

mgF /∆  показана на графике (рис. 3). Самое 
нелепое на этом графике то, что при 0=∆F  со-
вершается работа подъема, равная mgh , хотя, 
согласно условиям статики, тело должно оста-
ваться неподвижным. 

Отрицательная работа, совершаемая силой 
тяжести при подъеме тела вверх вовсе не равна 
mgh . Она равна  

mgh
hF

mgh
m

FPt
m

tP
AP 2)(

22

2222

−
⋅∆

−=
∆

−−=  (21) 

Сумма работ (17) и (21) дает величину 

2

2mVhFA =⋅∆=∆ , т.е. величину кинетиче-

ской энергии, приобретенной телом на высоте h . 

КПД подъема при mghA 4min =Σ  без учета 
работы торможения составляет 25,0=η . 

§3. Тело находится в состоянии левитации 

(приложена сила тяги mgFF ЛT == ). Для 
того, чтобы тело двигалось вверх, в начальный 
момент времени на тело действует направленный 
вверх единичный импульс силы 11 mVI = . В 
этом случае дифференциальное уравнение дви-
жения запишется в виде 

)()()( 12

2
tHFtItmgH

dt
xdm Л+=+ δ   (22) 

при нулевых начальных условиях. Решая 
уравнение с помощью преобразования Лапласа, 
получим 

221
2

t
m
Pt

m
Ft

m
IX л −+⋅=    (23) 

Вычисляем работу, совершаемую всеми си-
лами 

( ) ( ) ( )[ ]
∫∫





 −+⋅

⋅−+
==

1

0
1

1

0

t

Л

Лh

tdt
m
Ptdt

m
Fdt

m
I

tPHtHFtI
FdxA

δ
 (24) 

где mgP = , а 1t  – время движения до высо-
ты 11tVh = . Вычисляя интегралы, выделим по-
ложительную и отрицательную работы 

m
tF

m
tFI

m
IAA ЛЛ

2

22
1

2
1 ++== +Σ   (25) 

m
tPF

m
PtIA Л

2

2
1 −−=−    (26) 

Преобразуем выражения, входящие в (25) 

1
2

1
2
1 2KmV
m
I

== ,  где 
2

2
1

1
mVK =  

1

2

2
1

2

2
1

2
222

22

4
)(

2
)(

2
1

2
1

2 K
mgh

mV
mgh

V
hmgtmg

m
tFЛ ====  

mghhFtVF
m

tFI
ЛЛ

Л === 11
1   

Тогда суммарную положительную работу 
(работу подъема) можно записать в виде 

1

2
1 4

)(2
K

mghmghKA ++=Σ   (25а) 

Эта работа имеет минимум, равный 
mghA )21(min +=  при  величине  

2/2 1 mghK = . График зависимости суммар-
ной работы подъема ΣA  в зависимости от вели-
чины 12K , выраженных в долях потенциальной 
энергии mghП = , показана на графике (рис. 4). 
Отрицательная работа, совершаемая силой тяже-
сти (27), может быть представлена в виде: 
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1

2

4
)(

K
mghmghA −−=−   (26а) 

При больших значениях начального импуль-
са ( mghK >>1 ) она асимптотически стремится 
к своему обычному значению mghA −=− . 

Величина энергии, приобретенной в резуль-
тате ударного нагружения мгновенным импуль-

сом силы 11 mVI = , равна 2
112 mVK = . Двойная 

энергия 12K  является результатом удвоения 
массы при внезапно приложенной нагрузке (в 
рамках модели материальной точки). В рамках 
реального упругого тела половина энергии идет 
на возбуждение упругих колебаний, которые 
вследствие дисперсии и внутреннего трения с 
течением времени затухают, переходя во внут-
реннюю энергию (тело нагревается). 
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THE WORK OF LIFTING A BODY IN HOMOGENEOUS FIELD OF GRAVITY 
Ivanov E.M. 

Dimitrovgrad institute of technology, management and design. 
 
We demonstrate, that the work of lifting a body in homogeneous field of gravity always larger than 

quantity of potential energy mgh. Quantity of work has minimum. 
 


